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Аннотация

Мы интепретируем модулярную поверхность Гильберта H/SL2(O)
(O — вещественное квадратичное кольцо) как пространство, парамет-
ризующее абелевы поверхности с действием O. Тем самым, естествен-
ные дифференциально-геометрические структуры на модулярной по-
верхности Гильберта должны соответствовать свойствам параметри-
зуемых абелевых многообразий. Так, кривые
Хирцебруха-Загье параметризуют абелевы многообразия с дополни-
тельными симметриями. Мы представляем описание этих кривых, ис-
пользующее лишь элементарные методы. Во многих вопросах диффе-
ренциальной геометрии полезно иметь представление классов кого-
мологий гладкими формами. В работе предложен кандидат гладкого
представителя естественного когомологического класса Хирцебруха-
Загье. Конструкция в значительной мере параллельна конструкции
Загье гладкого представителя модулярного соответствия.

1 Введение
Сначала мы попробуем понять, что является (многомерным) обобщением
группы SL2(Z). Группа SL2(Z) действует на множестве матриц 2× 2 с ну-
левым следом сопряжениями и совпадает со специальной симплектической
группой Sp1(Z). Именно группу Sp1(Z) мы и будем обобщать.

Рассмотрим 2k-мерный Z-модуль вектор-столбцов высоты 2k. Зададимся
вопросом, какие кососимметричные формы существуют на этом модуле. На
этом модуле есть кососимметричная форма

mt
1n2 −mt

2n1, (1)

где m =

(
m1

m2

)
, n =

(
n1

n2

)
, а векторы m1, m2, n1 и n2 имеют высоту k.

В отличие от одномерной ситуации, эта форма не является единственной:
видно, что на нашем модуле живут кососимметричные формы вида

mt
1Dn2 −mt

2Dn1, (2)

где D = diag{d1, . . . , dk} — диагональная матрица. Если D является еди-
ничной матрицей, то поляризация называется главной.

Имеет место следующее

Предложение 1.1. Пусть M -2k-мерный Z-модуль. Тогда всякая косая
форма от 2k переменных на M приводится к виду(

0 D
−D 0

)
, (3)

где D = diag{d1, . . . , dk} — диагональная матрица и di−1 | di для любого
i = 1, . . . , k.
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Доказательство. Для каждой системы образующей на M найдём элемент
наименьшей нормы в соответствующей матрице. Среди всех систем выбе-
рем ту, у которой этот элемент минимален, и рассмотрим соответствующую
этой системе матрицу. Заметим, что все элементы строки и столбца, в кото-
рых находится этот элемент, делятся на него. В самом деле, иначе, разделив
с остатком (при помощи замены базиса), мы получили бы противоречие с
минимальностью этого элемента. Без ограничения общности можно счи-
тать, что этот элемент есть a12. Тогда, очевидно, матрицу формы можно
привести к виду (

A 0
0 B

)
,

где A =

(
0 a12
−a21 0

)
, а B — матрица размера (k−2)×(k−2). Заметим, что

все элементы матрицы B делятся на a12. Действительно, повторяя рассуж-
дение, использованное ранее, мы "перегоним"элемент a12 в k-й столбец и
получим, что все элементы этого столбца делятся на a12 без остатка. Теперь
к матрице B снова применяем то же рассуждение. Далее заменой базиса
матрица 

D1 0 0 . . . 0
0 D2 0 . . . 0

0 0
. . . 0

...
...

... 0
. . . 0

0 0 . . . 0 Dk

 ,

где Di =

(
0 di
−di 0

)
, заменой базиса приводится к виду (3).

В теории модулярных форм выражение

z = rτ + s,

где τ ∈ C, r, s ∈ R, задавало решётку в случае, когда r и s — целые. Пусть
теперь r и s — элементы пространства Rk. Тогда выражение

z = Ωr + s (4)

задаёт решётку в случае, когда и r, и s лежат в Zk.

Предложение 1.2. Имеют место равенства

r = T (z − z); (5)

s = ΩTz − ΩTz, (6)

где T =
(
Ω− Ω

)−1
.
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Доказательство. Равенство (5) очевидно. Подставив r = T (z − z) в равен-
ство (4) и выразив из него s, мы получим сooтношение

s = (E − ΩT ) z +ΩTz,

из которого сразу следует (6).

Из Предложения 1.2 следует, что имеет место равенство

rts = (z − z)T t
(
ΩTz − ΩTz

)
. (7)

Из-за причин, которые будут пояснены ниже, мы хотели бы, чтобы коэф-
фициент в симплектической форме

rt1s2 − rt2s1 (8)

при слагаемом, в которое входят z1 и z2, равнялся нулю. Из равенства (7)
следует, что такое слагаемое имеет вид

−zt1T tΩTz2 + zt2T
tΩTz1. (9)

Отсюда мы приходим к соотношению

zt1T
t
(
Ω− Ω

t
)
Tz2 = 0,

из которого видно, что матрица, которую мы хотим рассматривать должна
быть симметричной.

Упражнение 1.1. Какое условие будет в случае, если поляризация не бу-
дет главной?

Ответ. Рассуждая по аналогии со случаем главной поляризации, мы полу-
чаем, что матрица Ω должна удовлетворять соотношению

zt1T
t
(
DΩ− Ω

t
Dt

)
Tz2 = 0,

откуда мы получаем, что элементы матрицы Ω = (ωij) должны удовлетво-
рять соотношению ωij = (dj/di)ωji.

Определение 1.1. Фактор C2 по полученной симплектической форме назы-
вается абелевым многообразием.

Далее в симплектической форме (16) мы хотим сделать замену коорди-
нат (

r
s

)
=

(
A B
C D

)(
r̃
s̃

)
(10)

так, чтобы выполнялось условие

rt1s2 − rt2s1 = r̃1
ts̃2 − r̃2

ts̃1. (11)
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Сделаем указанную замену:

rt1s2 − rt2s1 =
(
r̃1

tAt + s̃1
tBt

)
(Cr̃2 +Ds̃2)−

(
r̃2

tAt + s̃2
tBt

)
(Cr̃1 +Ds̃1) .

Потребовав выполнение условия (11) мы получим систему равенств
AtC − CtA = 0,

BtD −DtB = 0,

AtD − CtB = E.

Заметим, что для группы SL2 первые два равенства выполнены автомати-

чески. Получили набор тождеств. Теперь для матрицы
(
A B
C D

)
явно вы-

писывается левая обратная:
(

Dt −Bt

−Ct At

)
. Мы получили явное описание

Sp.
Теперь запишем

z = Ωr + s = Ω(Ar̃ +Bs̃) + (Cr̃ +Ds̃) = (ΩA+ C) r̃ + (ΩB +D) s̃.

Мы хотим, чтобы коэффициент при s̃ был равен единице, поэтому делаем
замену

z̃ = (ΩB +D)
−1

z,

которая влечёт за собой замену Ω̃ = (ΩB +D)
−1

(ΩA+ C) .

Предложение 1.3. Преобразование

Ω̃ = (ΩB +D)
−1

(ΩA+ C)

задаёт действие симплектической группы на верхней полуплоскости Зи-
геля.

Доказательство. Нетрудно видеть, что Ω̃ является симметричной матри-
цей. Проверим, что матрица ImΩ̃ положительно определена. Во избежание
путаницы обозначений будем временно писать ΩN вместо Ω̃. Тогда нам нуж-
но проверить, что матрица ΩN − ΩN положительно определена. Здесь мы
применим небольшой трюк — вместо этого мы проверим положительную
определённость матрицы ΩN −ΩN

t
. Непосредственная проверка показыва-

ет, что имеет место равенство

ΩN − ΩN
t
= J

(
Ω− Ω

t
)
J
t
,

где J = (ΩB +D)
−1

, которое доказывает положительную определённость
матрицы ΩN−ΩN

t
, и, тем самым, положительную определённость матрицы

ΩN − ΩN .
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2 Абелевы поверхности с вещественным умно-
жением

2.1 O-решётки в R2

Нас будут интересовать абелева многообразия с нетривиальным кольцом
эндоморфизмов ( [3]). Далее мы везде считаем, что F = Q(

√
D) — веще-

ственное квадратичное поле. Имеет место каноническое разложение

F⊗Q R = R⊕ R.

Соответствие задаётся условием

(a+ b
√
D)⊗Q x←→ (ax+ bx

√
D, ax− bx

√
D) = (σ1, σ2), (12)

где a, b ∈ Q, D ∈ N, x ∈ R.

Предложение 2.1. Пусть O — кольцо целых поля F. Рассмотрим a —
идеал в O; a и O являются Z-решётками полного ранга в F. Тогда имеет
место равенство

O ⊗Z Q = F.

Замечание 2.1. Включение O ⊗Z Q ⊂ F очевидно, так как O ⊂ F и Q ⊂ F;
содержательность утверждения заключается в том, что на самом деле имеет
место равенство.

Доказательство. Пусть α ∈ F — алгебраическое число. Тогда найдётся
n ∈ Z, такое, что nα — целое алгебраическое число (для того, чтобы в этом
убедиться, достаточно подставить nα в минимальный многочлен элемента
α). Отсюда мы получаем, что α = β · (1/n) , где β —целый алгебраический
элемент, а n ∈ Z\{0}, откуда следует нужное равенство.

Предложение 2.2. Если a — идеал в O, то имеет место равенство

a⊗Z Q = O ⊗Z Q.

Доказательство. Пусть a ∈ a, тогда имеет место включение (aO) ⊂ a ⊂ O,
из которого следует включение

aO ⊗Z Q ⊆ a⊗Z Q ⊆ O ⊗Z Q. (13)

Векторные пространства, стоящие слева и справа в последнем включении
имеют одинаковую размерность над Z, поэтому они изоморфны. Значит,
на самом деле все включения в (13) являются равенствами, откуда следует
доказываемое утверждение.

Предложение 2.3. Имеет место равенство

a⊗Z R = R⊕ R.
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Доказательство. Используя ассоциативность тензорного произведения, мы
получаем

a⊗Z R = a⊗Z (Q⊗Q R) = (a⊗Z Q)⊗Q R = F⊗Q R = R⊕ R.

Последнее равенство следует из выкладки

F⊗Q R =
(
Q[x]/(x2 −D)

)
⊗Q R = R[x]/(x2 −D) =

= R[x]/(x−
√
D)⊕ R[x]/(x+

√
D).

Таким образом, мы научились строить нетривиальные решётки
в R ⊕ R с помощью произвольного идеала a. Идеал a имеет много
автоморфизмов, а именно |O∗|. Как λ ∈ O действуют на R ⊕ R? Ответ на
этот вопрос даёт формула (12): первое R умножается на σ1(λ), а второе
— на σ2(λ). Тем самым, эндоморфизмы решётки индуцируются линейными
преобразованиями R2. На модуле O⊕a есть форма Ω, которая сопоставляет

паре
(
p
q

)
,

(
r
s

)
, где p и r лежат в O, а q и s лежат в a, число

Ω

((
p
q

)
,

(
r
s

))
= tr(ps− rq). (14)

После овеществления эта поляризация превращается в форму

dx1dy1 + dx2dy2.

2.2 O-решётки в C2

Пусть элемент α + β
√
D ⊕ γ + δ

√
D лежит в O ⊕ a. Тогда вложим O ⊕ a в

C⊕ C следующим образом. Сначала вложим O ⊕ a в R4 :

α+ β
√
D ⊕ γ + δ

√
D 7−→ (x1, x2, y1, y2),

где (x1, x2, y1, y2) = (α+β
√
D,α−β

√
D, γ+ δ

√
D, γ− δ

√
D). Теперь, выбрав

произвольные τ1 и τ2 из верхней полуплоскости, посредством отождествле-
ния {

z1 = x1 + τ1y1,

z2 = x2 + τ2y2,

мы получаем вложение R4 в C⊕C, и, тем самым, искомое вложение O ⊕ a
в C ⊕ C. При этом действие

√
D на модуле M действительно является C-

линейным. Здесь поляризация имеет вид

dz1dz̄1 + dz2dz̄2.
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3 Разложимые абелевы поверхности с веще-
ственным умножением.

Будем называть абелеву поверхность разложимой, если она является про-
изведением двух эллиптических кривых. Тем самым, такая четырёхмерная
решётка является суммой двух двумерных решёток, каждая из которых по
отдельности вкладывается в C.

Рассмотрим L — решётку в C и L′ — подрешётку в L индекса D ∈ N.
Тогда решётка DL вкладывается в L′, потому что группа L/L′ имеет поря-
док D, так что любой элемент из DL переходит в 0 при этой факторизации.
Значит, имеет место соотношение

L→ DL ⊂ L′ ⊂ L.

На решётке L⊕L′ ⊂ C⊕C можно задать действие кольца Z[
√
D]. Это дей-

ствие индуцировано C-линейным преобразованием C2 −→ C2. Таким обра-
зом, четырёхмерная решётка L ⊕ L′ является Z[

√
D]-модулем. Обозначим

этот модуль M.
Мы постараемся дать ответы на некоторые вопросы, связанные с этим

модулем.
1) Как разложить этот модуль в прямую сумму двух идеалов и заставить

порядок Z[
√
D] действовать C-линейно на M?

2) На модуле M есть поляризация (на L и на L′ отдельно). Как устроена
эта поляризация с точки зрения двух идеалов из первого пункта?

3.1 Действие O на сумме двух решёток.
Начнём с разбора первого вопроса. Из Предложений 2.1 и 2.2 вытекает, что
имеет место изоморфизм

(L⊕ L′)⊗Z Q ≃ (O ⊕ a)⊗Z Q, (15)

где a — некоторый идеал в O. Здесь в общем случае мы считаем, что O
— это порядок Z+ Z

√
D вещественного квадратичного поля F = Q(

√
D); в

случае, когда D даёт остаток 3 при делении на 4, этот порядок совпадает с
кольцом целых поля F.

Далее мы считаем, что D = 4k + 2 или D = 4k + 3, k = 0, 1, 2, . . . ,
и D свободно от квадратов. Зададим действие кольца Z[

√
D] на L ⊕ L′

по следующему правилу:
√
D действует на L′ вложением в L, а на L —

умножением на D и последующим вложением в L′. Тогда ответ на первый
вопрос даёт

Теорема 3.1. Имеет место изоморфизм Z[
√
D]-модулей.

L⊕ L′ ≃ O ⊕O.
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Доказательство. Пусть L =< e1, e2 >Z, а L′ =< f1, f2 >Z, где(
a b
c d

)(
e1
e2

)
=

(
f1
f2

)
.

Так как L′ — индекса D в L, то ad− bc = D.
В соответствии с определённым выше действием кольца Z[

√
D] на M,

матрица умножения на
√
D в базисе e1, e2, f1, f2 пространства L⊕L′ имеет

вид

A =


0 0 a c
0 0 b d
d −c 0 0
−b a 0 0

 .

В базисе 1,
√
D1, 1,

√
D2 пространства O ⊕ O матрица умножения на

√
D

имеет вид

B =


0 D 0 0
1 0 0 0
0 0 0 D
0 0 1 0

 .

Наша задача — выбрать базис в пространстве O ⊕ O так, чтобы матрица
умножения на

√
D в этом базисе совпадала с матрицей A.

По теореме о Нормальной форме Смита мы можем выбрать базисы в L
и L′ согласованно: L =< e1, e2 >Z, а L′ =< e1, De2 >Z . Тогда легко видеть,
что матрица

X =


0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0


является решением уравнения

XA = BX

и обратима над Z. Поэтому матрица X задаёт отображение из O ⊕ O в
L⊕ L′, которое является изоморфизмом.

Замечание 3.1. Полученный изоморфизм не является каноническим, его
легко ”подправить”. Пусть теперь a, d лежат в O, b лежит в D, а c лежит

в D−1 и ad − bc = 1. Тогда на паре τ1, τ2 действует матрица M =

(
a b
c d

)
.

Действие определено так: выше было сказано, что O можно вложить в R
двумя способами. На τ1 действует матрица M1, которая получается из M
первым вложением её коэффициентов в R, а на τ2 действует матрица M2,
которая получается из M вторым вложением её коэффициентов в R.
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Открытые вопросы

Предложение 3.1. Пусть L — решётка в C, L =< τ, 1 > . Пусть решёт-
ка L′ — подрешётка индекса D в L. Тогда в L′ можно выбрать базис так,
чтобы L′ =< aτ + b, d >, где ad = D, причём b < d.

Нас сейчас интересует, как связаны пара
(
τ, aτ+b

d

)
, отвечающая паре

решётка-подрешётка с базисом Смита, который был выбран в Теореме 3.1.
Пусть e1, e2 — образующие в L, а f1, f2 — образующие в L′. Тогда по

определённому выше действию оператора
√
D на L⊕ L′ мы имеем

√
Df1 = e1,
√
De2 = f2.

Отсюда следует, что f1, e2,
√
Df1,

√
De2 — свободные Z-образующие

в L ⊕ L′, а f1 и e2 — свободные O-образующие в L ⊕ L′. Отметим, что на
модуле L⊕ L′ есть унимодулярная форма <,>, для которой двойственная
к z совпадает с z. Для этой формы на L⊕ L′ мы имеем{

< e1, e2 >=< f1, f2 >= 1,

< ei, fj >= 0.

Пусть e1 = xτ + y, e2 = zτ + w. Тогда при указанном выборе базисов в
решётках L и L′ мы имеем f1 = xτ + y, f2 = Dzτ + Dw. Мы рассмотрим
два вложения Z[

√
D]-модуля M = L⊕ L′ в C⊕ C.

При первом вложении векторы из L переходят в первую копию C, а
векторы из L′ — во вторую копию C. Так, вектор f1 переходит в (0, xτ + y),
e1 — в (xτ + y, 0), вектор e2 — в (zτ +w, 0), а вектор f2 — в (0, Dzτ +Dw) :

L⊕ L′ ↪→ C⊕ C
f1 7−→ (0, xτ + y)
e1 7−→ (xτ + y, 0)
e2 7−→ (zτ + w, 0)
f2 7−→ (0, Dzτ +Dw)

Теперь поговорим про второе вложение. Пусть m — идеал в кольце це-
лых O. Тогда на модуле O ⊕m есть форма Ω, которая сопоставляет паре(
p
q

)
,

(
r
s

)
, где p и r лежат в O, а q и s лежат в m, число

Ω

((
p
q

)
,

(
r
s

))
= tr(ps− rq). (16)

Естественно потребовать от формы Ω, чтобы она действовала на векторах
из O⊕m так же, как и вышеупомянутая форма, действовавшая на L⊕ L′.
Если теперь в качестве m взять O, то есть рассматривать модуль M как
прямую сумму O1⊕O2, где O1 порождено векторами f1 и

√
Df1 = e1, а O2
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порождено векторами e2 и
√
De2 = f2. то форма, определённая равенством

(16), действует не так, как форма <,> на L⊕L′. В самом деле, для формы
Ω, определённой на Of1 +Oe2, мы имеем

Ω(f1, e2) = tr(1 · 1− 0 · 0) = tr

(
1 0
0 1

)
= 2 ̸=< f1, e2 >= 0.

Поэтому мы будем вкладывать в C ⊕ C модуль O ⊕D−1, где D−1 — диф-
ферента кольца O,

D−1 = ⟨ 1
2
√
D
e2,

1
2f2⟩Z.

Мы вправе так поступать, потому что

O ⊕O ∼= O ⊕D−1

как модули. Легко видеть, что идеал D−1 является двойственным к O от-
носительно следа: если a ∈ O, а b ∈ D−1, то tr(ab) ∈ Z. Чтобы в этом убе-
диться, достаточно провести лёгкую проверку для образующих O и D−1.
Также нетрудно проверить, что

Ω(e1, e2) = tr(
√
D · 1

2
√
D
− 0 · 0) = tr

(
1
2 0
0 1

2

)
= 1 =< e1, e2 >,

Ω(f1, f2) = tr(1 · 12 − 0 · 0) = tr

(
1
2 0
0 1

2

)
= 1 =< f1, f2 >,

Ω(f1, e2) = tr(1 · 1
2
√
D
− 0 · 0) = tr

(
0 1

2
1
2D 0

)
= 0 =< f1, e2 >,

Ω(f1, e1) = Ω(f2, e2) = tr(0− 0) = 0 =< f1, e1 >=< f2, e2 >,

Ω(f2, e1) = tr(0 · 0− 1
2 ·
√
D) = tr

(
0 −1

2
−1

2 0

)
= 0 =< f2, e1 > .

Пусть элемент α+β
√
D⊕γ+δ

√
D лежит в O⊕D−1. Тогда вложим O⊕D−1

в C⊕ C следующим образом. Сначала вложим O ⊕D−1 в R4 :

α+ β
√
D ⊕ γ + δ

√
D 7−→ (x1, x2, y1, y2),

где (x1, x2, y1, y2) = (α+β
√
D,α−β

√
D, γ+ δ

√
D, γ− δ

√
D). Теперь, выбрав

произвольные τ1 и τ2 из верхней полуплоскости, посредством отождествле-
ния {

z1 = x1 + τ1y1,

z2 = x2 + τ2y2,

мы получаем вложение R4 в C⊕C, и, тем самым, искомое вложение O⊕D−1

в C ⊕ C. При этом действие
√
D на модуле M действительно является C-

линейным. Отсюда видно, что при таком вложении вектор f1 переходит в
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пару (1, 1), вектор e1 переходит в (
√
D,−

√
D), вектор e2 переходит в пару

( 1
2
√
D
τ1,− 1

2
√
D
τ2), а вектор f2 — в пару ( 12τ1,−

1
2τ2). Это вложение удобно

изобразить в виде таблицы:

O ⊕D−1 ↪→ R4 ↪→ C⊕ C
f1 7−→ (1, 1, 0, 0) 7−→ (1, 1)

e1 7−→ (
√
D,−

√
D, 0, 0) 7−→ (

√
D,−

√
D)

e2 7−→ (0, 0, 1
2
√
D
,− 1

2
√
D
) 7−→ ( 1

2
√
D
τ1,− 1

2
√
D
τ2)

f2 7−→ (0, 0, 1
2 ,−

1
2 ) 7−→ ( 12τ1,−

1
2τ2)

(α, β, γ, δ) 7−→ (α+ γτ1, β + δτ2)

Из условия того, что образы базисных векторов при одном вложе-
нии выражаются линейным образом через образы этих векторов в
другом вложении, мы получаем связь между τ1, τ2 и τ. Если (w1, w2)
— образ произвольного элемента из L+ L′ при первом вложении, а (z1, z2)
— образ того же самого элемента (рассматриваемого как элемент из O⊕O)
при втором вложении, то мы требуем выполнения условия(

w1

w2

)
=

(
A B
C F

)(
z1
z2

)
.

Записав это условие для четырёх базисных векторов, мы приходим к систе-
ме 

A+B = 0,

C + F = xτ + y,

(A−B)
√
D = xτ + y,

(C − F )
√
D = 0,

1
2
√
D
(Aτ1 −Bτ2) = zτ + w,

1
2
√
D
(Cτ1 − Fτ2) = 0,

1
2 (Aτ1 +Bτ2) = 0,
1
2 (Cτ1 + Fτ2) = Dzτ +Dw,

решив которую, мы получаем, связь между τ1, τ2 и τ :

τ1 = τ2 = 2D
zτ + w

xτ + y
. (17)

Сформулируем полученные результаты. Рассмотрим решётку
L =< τ, 1 > в C и её подрешётку L′ =< aτ + b, d > индекса D. Пусть
m — идеал в O и O⊕m — модуль над Z[

√
D], изоморфный модулю

M = L⊕ L′, причём унимодулярная форма (16) на O⊕m совпадает
с формой <,> на M. Тогда в качестве m можно взять дифференту
D−1 кольца O. Тогда выбрав значения для τ1 и τ2, указанные в
формуле (17), мы получим C2-линейное вложение модуля O ⊕D−1

в C⊕ C.
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Гипотеза.
ПустьO⊕D−1 вложено в C⊕C способом, рассмотренным выше, с τ1 = τ2.

Тогда O⊕D−1 может быть представлена как прямая сумма двух эллипти-
ческих кривых (двумерных решёток).

3.2 Примеры ”подскока” алгебры эндоморфизмов ре-
шётки.

Рассмотрим решётку Ze1 ⊕ Ze2 ⊕ Ze3 ⊕ Ze4, где ei лежат в C2. Выше было
пояснено, что в связи с наличием симплектической формы следует вклады-
вать эту решётку в C2 таким образом: вектор e1 отождествляется с вектором(
1
0

)
, вектор e2 отождествляется с вектором

(
0
1

)
, вектор e3 отождествля-

ется с вектором
(
Ω11

Ω12

)
, а вектор e4 — с вектором

(
Ω12

Ω22

)
.

Чем более специальный вид имеет наша решётка, тем больше будет ал-
гебра её эндоморфизмов. На произвольной чётырёхмерной решётке в C2

действует алгебра эндоморфизмов Z (умножением на целое число n). Ес-
ли четырёхмерная решётка разваливается в сумму L⊕M двух двумерных
решёток (этому случаю отвечает Ω12 = 0), то алгебра эндоморфизмов этой
решётки будет богаче, чем в общем случае: на такой решётке действует ал-
гебра Z⊕Z : элементу (m,n) из Z⊕Z сопоставляется решётка mL⊕nM. В
нашем случаe эта четырёхмерная решётка развалилась не просто в прямую
сумму произвольных двумерных решёток, но в прямую сумму двумерной
решётки и её подрешётки индекса D. Напомним, что на L⊕ L′ было опре-
делено действие оператора

√
D по следующему правилу:

√
D действовал на

L′ вложением в L, а решётку L умножал на число D и вкладывал в L′. Тем
самым, на L ⊕ L′ помимо группы эндоморфизмов Z ⊕ Z действует группа
эндоморфизмов Z[

√
D].

Мы собираемся обсудить следующие вопросы.
1) Есть ли у решётки L⊕L′ другие эндоморфизмы, кроме эндоморфиз-

мов из групп Z⊕ Z и Z[
√
D]?

2) В множестве всех четырёхмерных решёток в C2 можно рассмотреть
два подсемейства. Первое семейство составляют решётки, разваливающиеся
в прямую сумму двух двумерных. Во второе семейство включим решётки,
на которых действует группа эндоморфизмов Z[

√
D]. Очевидно, что решёт-

ка L ⊕ L′, где L′ — подрешётка индекса D в L, лежит в пересечении этих
двух семейств. Верно ли, что пересечение состоит ровно из таких решёток?

3) Бывают ли такие четырёхмерные решётки в C2, на которых одновре-
менно действуют Z[

√
D1] и Z[

√
D2]?

По второму вопросу. Если D не свободно от квадратов, то ответ на него
отрицательный. В частности, если D есть полный квадрат, то на решётке,

являющейся суммой двух двумерных, действует оператор I =

(√
D 0

0
√
D

)
,

который действует на первом слагаемом прямой суммы умножением на
√
D,
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а на втором — умножением на −
√
D, причём, I2 = D.

Далее мы полагаем, что D свободно от квадратов. Пусть четырёхмерная
решётка в C2 есть прямая сумма L ⊕ M двух двумерных решёток. Все
эндоморфизмы решётки L⊕M имеют вид

End(L⊕M) =

(
End L Hom(M,L)

Hom(L,M) End M

)
.

Пусть наша решётка вложена в C2 так, что L вложена в C1, а M вложена

в C2. Пусть на решётке действует оператор I =

(
a b
c d

)
, такой, что I2 =

D =

(
D 0
0 D

)
.

Отсюда мы получаем, что должны быть выполнены равенства
a2 + bc = D,

ab+ bd = 0,

ca+ dc = 0,

cb+ d2 = D,

где a и d есть линейные операторы в C, то есть комплексные числа, b — это
вложение C2 в C1, а c — это вложение C1 в C2.

Так как D свободно от квадратов,то из второго уравнения системы мы
получаем, что b ̸= 0 и a = −d. Условие b ̸= 0 означает, что решётки L и M
изогенны.

M : Z2 ⊂ C1

∩ ↓ ↓
L : Z2 ⊂ C2

Начнём с обсуждения последнего вопроса. Рассмотрим алгебру над Q, ко-
торая получается присоединением к Q антикоммутирующих элементов

√
d1

и
√
d2 и

√
−d1d2. Положим i2 = d1, j

2 = d2, k = ij = −ji, тогда k2 = −d1d2.
Обозначим это расширение HQ

d1,d2
. В случае d1 = d2 = −1 мы получаем

привычное тело кватернионов.
Рассмотрим решётку

∆ = Z+ Zi+ Zj + Zk

целых кватернионов в HQ
d1,d2

и два её разных вложения в C2.
Опишем первое вложение. Зададим отображение φ из (Z+ Zi+ Zj + Zk)⊗Z

R в Mat2(R) на базисных векторах решётки:

φ(1) =

(
1 0
0 1

)
, φ(i) =

(√
d1 0

0 −
√
d1

)
,

φ(j) =

(
0 d2
1 0

)
, φ(k) = φ(i)φ(j) =

(
0 d2

√
d1

−
√
d1 0

)
.
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Очевидно, что φ инъективно и сюрьективно, а потому имеет место изомор-
физм

(Z+ Zi+ Zj + Zk)⊗Z R ∼= Mat2(R).

Отождествим теперь Mat2(R) с C2 следующим образом: элементу
(
a b
c d

)
из Mat2(R) поставим в соответствие элемент

(
a+ bτ
c+ dτ

)
из C2. Такое отож-

дествление выбрано из тех соображений, что решётка ∆ действует на себе
умножениями слева; аналогично Mat2(R) действует на себе умножениями
слева. Очевидно, что при таком отождествлении вложение нашей решётки
в C2 будет C-линейным.

При втором вложении элементу a+bi+cj+dk решётки ∆ сопоставляется
четвёрка (x1, x2, y1, y2), где

(x1, x2, y1, y2) =

(
a+ b

√
D1, a− b

√
D1,

c+ d
√
D1

2
√
D1

,
−c+ d

√
D1

2
√
D1

)
.

Теперь, выбрав произвольные τ1 и τ2 из верхней полуплоскости, посред-
ством отождествления {

z1 = x1 + τ1y1,

z2 = x2 + τ2y2,

мы получаем вложение R4 в C ⊕ C, и, тем самым, искомое вложение ∆ в
C ⊕ C. Мы хотим вкладывать решётку ∆ именно таким способом из тех
соображений, что во-первых имеет место изоморфизм

Z+ Zi+ Zj + Zk = (Z+ Zi)⊕ (Z+ Zi) j ∼= O ⊕O,

гдеO = Z[
√
D1], а во-вторых, опыт подсказывает, что вместо второго кольца

целых следует брать дифференту D−1 кольца O.
Это вложение удобно изобразить в виде таблицы:

O ⊕D−1 ↪→ R4 ↪→ C⊕ C
1 7−→ (1, 1, 0, 0) 7−→ (1, 1)
i 7−→ (

√
D1,−

√
D1, 0, 0) 7−→ (

√
D1,−

√
D1)

j 7−→ (0, 0, 1
2
√
D1

,− 1
2
√
D1

) 7−→ ( 1
2
√
D1

τ1,− 1
2
√
D1

τ2)

k 7−→ (0, 0, 1
2 ,−

1
2 ) 7−→ ( 12τ1,−

1
2τ2)

(α, β, γ, δ) 7−→ (α+ γτ1, β + δτ2)

Из условия того, что образы базисных векторов при одном вложе-
нии выражаются линейным образом через образы этих векторов в
другом вложении, мы получаем связь между τ1, τ2 и τ. Если (w1, w2)
— образ произвольного элемента из ∆ при первом вложении, а (z1, z2) —
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образ того же самого элемента при втором вложении, то мы требуем вы-
полнения условия (

w1

w2

)
=

(
A B
C F

)(
z1
z2

)
.

Записав это условие для четырёх базисных векторов, мы приходим к систе-
ме 

A+B = 1,

C + F = τ,

A−B = 1,

C − F = −τ,
1

2
√
D1

(Aτ1 −Bτ2) = D2τ,
1

2
√
D
(Cτ1 − Fτ2) = 1,

1
2 (Aτ1 +Bτ2) = −

√
D1D2τ,

1
2 (Cτ1 + Fτ2) = −

√
D1,

решив которую, мы получаем, связь между τ1, τ2 и τ :{
τ1 = 2

√
D1D2τ,

τ2 = −2
√
D1/τ,

(18)

откуда следует, что τ1τ2 = −4D1D2. Интересно сравнить формулы (18) с
полученными ранее формулами (17).

3.3 Гладкий представитель класса Хирцебруха-Загье.

Пусть M =

(
a b
c d

)
— целочисленная матрица с положительным опреде-

лителем D. Следуя Загье (см. [2]), рассмотрим связанную с матрицей M
форму

jM (τ, τ ′) = cτ ′τ + dτ ′ + aτ + b = (cτ + d)

(
τ ′ +

aτ + b

cτ + d

)
, (19)

где τ, τ ′ отвечают различным эллиптическим кривым L и L′. Очевидно,
что форма тождественно равна нулю в том, и только в том случае, когда
кривые L и L′ изогенны с τ ′ = −aτ+b

cτ+d .
Заметим, что форма (19) удовлетворяет равенству

jM (g(τ), τ ′) = (cτ + d)−1jMg. (20)

Выражение

γM = ((a1τ1 + b1)/(c1τ1 + d1) + (a2τ2 + b2)/(c2τ2 + d2)) (c1τ1 + d1)(c2τ2 + d2),
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где τ и τ ′ связаны с τ1 и τ2 формулами (17), является аналогом формы (19).
Мотивация здесь состоит в том, что, как и для формы (20), тождественное
обращение этого выражения в ноль означает ”подскок” эндоморфизмов ре-
шётки. В работе [2] рассматривается сумма∑

M

jM (τ, τ ′)−k (21)

по всем M из SL2(Z). Выражение∑
M

γM (τ1, τ2)
−k. (22)

является аналогом этой суммы и является кандидатом на гладкого пред-
ставителя естественного когомологического класса Хирцебруха-Загье.
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